Derivadas
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Secantes y tangentes

Supongamos que queremos hallar la tangente a una curva de ecuacion carte-
siana y = f(x) en el punto (4, f(a)). En principio, parece que nos falta un dato
ya que una recta no queda determinada por un solo punto. Para determinar
una recta necesitamos dos puntos o un punto y la pendiente. La estrategia con-
siste en aproximar la tangente por rectas secantes cuyas pendientes si pueden
calcularse directamente.
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Una recta secante
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Tangente a una curva

En particular, consideremos la recta que une el punto (4, f(a)) con un punto
cercano, (x, f(x)), de la grafica de f. Esta recta se llama una secante (recta que
corta a la curva, pero no es tangente a la curva). La pendiente de esta secante es:

f(x) = f(a)

X —d

Cuando el punto x se aproxima “infinitamente” al punto a, la pendiente de la
tangente vendrd dada por:

L F) - f(@)

X—a X —d
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Razén de cambio promedio

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la Economia, son funciones
que relacionan una variable “dependiente” y con otra variable “independiente”
x, lo que suele escribirse en la forma y = f(x). Si la variable independiente
cambia de un valor inicial 2 a otro x, la variable y lo hace de f(a) a f(x). La
razén de cambio promedio de y = f(x) con respecto a x en el intervalo |a, x| es:

f(x) = f(a)

X —d

Razoén de cambio promedio =
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Razén de cambio puntual

Con frecuencia interesa considerar la razén de cambio en intervalos cada vez
més pequenos. Esto lleva a definir lo que podemos llamar “razén de cambio pun-
tual de y = f(x) con respecto a x en el punto a” como:

L F) ~ fla)

X—a X —da
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Derivada de una funcién en un punto

Se dice que una funcién f : I — IR es derivable en un punto a € I, si existe el

limite:
L F) - f(@)

X—a X —d

Dicho limite se llama derivada de f en a y lo representaremos por f'(a) (no-
tacion debida a Lagrange). El limite anterior se puede escribir también de la

forma:

f’(&l) — im f(a _I_h) _f(a)

h—0 h
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Funcion derivada

Dada una funcién f : I — R derivable en todo punto de I, la funcién derivada
de f es la funciéon f’ : I — R que a cada punto x € [ hace corresponder la
derivada de f en dicho punto.
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La derivabilidad de f en un punto a € I es una propiedad local, depende sola-
mente del comportamiento de f en los puntos de I préoximos al punto 4. Con-
cretamente, si | es cualquier intervalo abierto que contiene el punto 4, se verifica
que f es derivable en 4 si, y so6lo si, la funcion restriccion f|;; es derivable en a

y, por supuesto, en tal caso ambas funciones tienen la misma derivada en a.

Toda funcion derivable en un punto es continua en dicho punto.

df (x)
dx

La notacion para representar la derivada de f en x es debida a Leibniz.
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Rectas tangente y normal

Supuesto que f es derivable en 4, la recta de ecuacion cartesiana:

y=fla)+f'(a)(x —a)

se llama recta tangente a la gréfica de f en el punto (4, f(a)), y también recta

tangente a f en x = a.

Cuando f'(a) # 0, la recta de ecuacion:

y=fla) - (x —a)

f'(a)

es la recta normal a la grafica de f en el punto (4, f(a)), y también recta normal

afenx =a
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Y

Q

Elementos de una curva relacionados con la derivada
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/

» La pendiente de la tangente es tg(8) = y'.
= La pendiente de la normal es tg(a) = tg(w/2+0) = —1/y’.

= El segmento TM es la subtangente. Su longitud viene dada por TM =
ycotg(6) =y/y"

= F]l segmento MN es la subnormal. Su longitud viene dada por MN =
ytg(0) = yy'.

= Los segmentos interceptados en los ejes OX y OY por la tangente son

OT=0M-TM =x—y/y’
OV=PM—-PQ=y—xtg(f) =y — xy’

s Los segmentos interceptados en los ejes OX y OY por la normal son

ON =OM + MN = x+ytg(0) = x + yy’
OU=OH+HU=y+xtg(¢) =y+xtg(n/2—-0)=y+x/y’
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Derivadas laterales

Se dice que f es derivable por la izquierda en 4 si existe el limite:

L f) -~ fla)

X—a —
x<a X a

El valor de dicho limite se llama la derivada por la izquierda de f en a.

Se dice que f es derivable por la derecha en 4, si existe el limite:

L f) ~ fla)

X—a —
x>a X a

El valor de dicho limite se llama la derivada por la derecha de f en a.
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Relacidn entre la derivada y las derivadas laterales

e Sia = méx I, entonces la derivabilidad de f en a es 1o mismo que la deriva-
bilidad por la izquierda de f en a.

e Sia = min I, entonces la derivabilidad de f en a es lo mismo que la deriva-
bilidad por la derecha de f en a.

e Siano es un extremo de I, entonces equivalen las afirmaciones:

¢ f esderivable en a.

¢ Las derivadas por la izquierda y por la derecha de f en a existen y coin-
ciden.
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Derivadas de sumas, productos y cocientes

La funciones suma, f + g, y producto, fg, son derivables en todo punto a € I en
el que f y g sean derivables, y las derivadas respectivas vienen dadas por:

(f +8)(a) = f'(a) +g'(a); (fg)(a)=f'(a)g(a)+ f(a)g'(a)

La funcién cociente f /g es derivable en todo punto a € I en el que f y ¢ sean
derivables, en cuyo caso se verifica que:

£\ fl@)g(a) - fa)g'(a)
(g) @)= =)
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Las funciones polinémicas son derivables en todo punto y las funciones racio-
nales son derivables en todo punto de su conjunto natural de definicién.
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Derivacion de una funcién compuesta o regla de la cadena

Sean f:I =Ry g:]—Rcon f(I) CJ,yseah = gof la funcién compuesta.
Supongamos que f es derivable en a € I y que g es derivable en f(a). Entonces
h es derivableenay h'(a) = ¢'(f(a))f'(a).

En particular, si ¢ es derivable en [, la funcibn compuesta
h = gof es derivable en todo punto de I donde f sea derivable.
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La regla practica es que una composicion de funciones se deriva de forma in-
versa a como se evalua.

(uovow)'(x) = u'(v(w(x))v' (w(x))w'(x)



index.html

Derivadas de la exponencial y del logaritmo

1
(exp)'(x) = expx (Vx € R), (log)'(x)= - (Vx € RT)
En particular, se verifica que:
X _

lim ozt = 1; lime 1 =1
x—1x—1 x—0 X

lim 108(1 + X) —1; lim(l 4+ x)l/x — e

x—0 X x—0
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Criterio de equivalencia logaritmica

Este resultado es muy ttil y permite resolver en muchos casos las indetermina-

ciones “1%°” y “0c0”.

Supongamos que lim f(x) = 1. Entonces se verifica que:
X—d

Iim f(x)8®) = el «= lim g(x)(f(x) —1) =L

X—a X—a

Iim f(x)8®¥) = 400 <= 1lim g(x)(f(x) — 1) = o0

X—a X—a

Iim f(x)8®¥) =0 <= lim g(x)(f(x) —1) = —o0

X—a X—a
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Derivaciéon logaritmica

Una funcién positiva g es derivable en a si, y sélo si, la funcién ¢(x) = log(g(x))
es derivable en a en cuyo caso:

Una funcién f es derivable en a si, y sélo si, la funcién h(x) = exp(f(x)) es
derivable en a en cuyo caso:

f'(a) = h'(a) exp(—f(a))
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Derivada de una funcién de la forma f (x)8 (%)

Si f y g son derivables la funcién ¥(x) = g(x)f(*) también es derivable. Deri-
vando la funcién

log((x)) = f(x)log(g(x))

se obtiene:
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Derivabilidad de las funciones trigonométricas
Las funciones seno y coseno son derivables en todo punto verificAndose que:
sen’(x) = cosx cos’(x) = —senux.

En particular, se verifica que:

. osenx o cosx—1
lim =1, lim = 0.
x—0 X x—0 X

Las derivadas de las demas funciones trigonométricas se deducen con facilidad
a partir de las derivadas del seno y del coseno.
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Derivabilidad de las funciones hiperbdélicas
Se comprueba sin dificultad que
senh’(x) = coshx, cosh’(x) = senhx

Las derivadas de las demés funciones hiperbdlicas se deducen con facilidad a
partir de las derivadas del seno hiperbdlico y del coseno hiperbolico.

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas son muy ttiles para calcu-
lar primitivas de funciones en las que intervienen raices cuadradas de trinomios

de segundo grado.
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argsenh(x) = log (x + V2 + 1)

argsenh’(x) =

x2+1
1
argcosh(x) = log (x + vV x? — 1) x> 1 argcosh’(x) = =
x R
argcosech(x) = argsenh (1) x #0 | argcosech’(x) = _ﬁl
& & " & PN
argsech(x) = argcosh (1> 0<x<1 argsech’(x) = !
° ° X g xv1 — x2
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Extremos relativos

Dada una funcién cualquiera f : I — IR, se dice que f tiene en un punto a € I
un mdximo relativo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1) Hay algan nimero r > 0 tal que |a —r,a +r|C I.
2) Para todo x €|a —r,a + r| se verifica que f(x) < f(a).
Andlogamente se define el concepto de “minimo relativo”.

La expresion extremo relativo se utiliza para referirse indistintamente a un maxi-

mo O a un minimo relativo.
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Condicidon necesaria de extremo relativo

Sea f : I — R, a € I ysupongamos que f tiene un extremo relativo en a y que
f es derivable en a. Entonces se verifica que f'(a) = 0.

El resultado anterior es uno de los que peor se interpretan debido a que suelen
olvidarse sus hipotesis, que son dos:

e Que el punto a sea un extremo relativo de f.

e Que f sea derivable en a.



index.html

La expresion “como f tiene un extremo en 4, su derivada debe anularse en a”
no es, en general, correcta. Los siguientes ejemplos lo dejan bien claro:

La funcién f: R — R dada por f(x) = |x|, tiene claramente un minimo rela-
tivo (y también absoluto) en 0, pero no es derivable en 0, por lo que no tiene

ningtn sentido decir que su derivada se anula en 0.

La funcién f:[—1,1] — R dada por f(x) = x°, es estrictamente creciente, es
derivable en todo punto y su derivada solamente se anula en x = 0. Tiene un
minimo absoluto en —1 y un maximo absoluto en 1; dichos puntos no son ex-
tremos relativos de la funcion. Este ejemplo también muestra que la condicién

necesaria de extremo relativo no es suficiente.
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Los puntos en los que se anula la derivada de una funcion se llaman puntos

criticos o puntos singulares de dicha funcién.

Teorema de Rolle

Sea f : [a,b] — R una funcién continua en |a, b|, derivable en |a, b| y verificando
que f(a) = f(b). Entonces existe algin punto ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = 0.

Una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado que toma igual valor en los
extremos del mismo, y es derivable en todos los puntos del correspondiente intervalo
abierto, tiene algiin punto critico en dicho intervalo abierto.
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Teorema de Rolle
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Determinacion de ceros de una funcién
El teorema de Rolle se usa para estudiar raices de ecuaciones.

a) Entre cada dos ceros de una funcion derivable en un intervalo hay por lo menos un
cero de su derivada.

b) Entre cada dos ceros consecutivos de la derivada de una funcion en un intervalo,
solamente puede haber, como mucho, un cero de la funcion; o puede que la funciéon no
tenga ningin cero entre los dos ceros de su derivada.

El apartado b) suele expresarse diciendo que los ceros de la derivada separan los
ceros de la funcion.

En consecuencia, si la derivada de una funcién en un intervalo tiene exactamen-

te k ceros, la funcidn tiene como mucho k + 1 ceros en dicho intervalo.
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Teorema del valor medio

Sea f : [a,b] — R una funcién continua en |4, b] y derivable en |a, b|. Entonces
existe algan punto ¢ €]a, b| tal que

La tasa de variacion promedio de una funcion derivable en un intervalo es igual a la tasa
de variacion instantdnea en algiin punto de dicho intervalo.
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(c, f(c) y = f(c) + fl(c)(m —c)

\Qf(b))

)
l tg(a) =
c

(a, f(a)) =

\ ]

a
/ Teorema del valor medio
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Consecuencias del teorema del valor medio

Sea f una funcién derivable en un intervalo I, y supongamos que existe M > 0

tal que |f'(x)| < M para todo x € I. Entonces se verifica que
F(x)— f(5)| < Mlx—y|  paratodos x,yeT

En particular, si f/(x) = 0 para todo x € I entonces f es constante en I.
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Consecuencias del teorema del valor medio

Sea [ un intervalo, a € I y f una funcién continua en [ y derivable en I\{a}. Si
la funcién derivada f’ tiene limite por la derecha (resp. por la izquierda) en a
entonces f es derivable por la derecha (resp. por la izquierda) en a4 con derivada
por la derecha (resp. por la izquierda) en 4 igual al valor de dicho limite. En

particular, si existe lim f’(x) = L entonces f es derivableenay f’(a) = L.
X—a

Las funciones derivadas definidas en intervalos no tienen discontinuidades evitables ni
de salto.
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Derivabilidad y monotonia

Sea f : I — R derivable en todo punto del intervalo I con la posible excep-
cién de los puntos extremos de I. Se verifica entonces que f es creciente (resp.
decreciente) en [ si, y s6lo si, f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) para todo x € 1.

Este resultado es muy ttil para probar desigualdades entre funciones. Muchos
problemas de desigualdades responden al siguiente esquema.
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Criterio de extremo absoluto

Sea f una funcién continua en [a,b] y derivable en todo punto de ]a,b| con la

posible excepciéon de un punto ¢ €]a, b|.

a) Si f'(x) > 0 para todo x €la,c[y f'(x) < 0 para todo x €]c, b|, entonces f
alcanza en ¢ un méximo absoluto en [a, b].

b) Si f'(x) < 0 para todo x €la,c|y f'(x) > 0 para todo x €]|c, b|, entonces f
alcanza en ¢ un minimo absoluto en |a, b].



index.html

Propiedad del valor intermedio para derivadas

Sea f : I — R derivable en el intervalo I con f’(x) # 0 para todo x € I. Se

verifica entonces una de las dos afirmaciones siguientes:
= f es estrictamente creciente y f’(x) > 0 para todo x € I.

= f es estrictamente decreciente y f’(x) < 0 para todo x € I.
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Derivacion de la funcion inversa

Sea f : I — R derivable en el intervalo I con f’(x) # 0 para todo x € I. Entonces
f es una biyeccion de I sobre el intervalo | = f(I), y la funcién inversa f~! :
] — R es derivable en | siendo para todo y € J:
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La férmula anterior se recuerda sin méas que derivar la identidad:

(fef Ny =y

Como ejemplo podemos calcular las derivadas de las funciones trigonométricas

“inversas”.
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Reglas de L'Hopital

Sean —oo < a4 < b < +oo, f y g funciones derivables en |a, b| con ¢’'(x) # 0,
para todo x €a,b|. Sea a € {a,b} y supongamos que se verifica alguna de las

dos condiciones siguientes:

a) lim f(x) = lim g(x) =0

X—K X—K

b) lim |g(x)] = +oo

Y ademas

~n

"(x)
lim
x—a g'(x)

Entonces se verifica que

=LeRU {400, —o0}
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y = f(xo) + = (z — g(x0))
g'(@o)
f(@) ) }()
- o
// 7= g(zo)
f(CBO) -7 / %
//// /

\ ]

/ g(zo)  g(z)

Regla de L’Hopital
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Derivadas sucesivas

Sea f una funcién derivable en un intervalo I. Si la funcién derivada f’ también
es derivable en I decimos que f es dos veces derivable en I y la funcion " := (f')’
se llama derivada segunda de f en I. En general, sin €N, decimos que f esn + 1
veces derivable en I si f es n veces derivable en I y la funcién derivada de orden

n de f en I, que representaremos por f("), es derivable en I; en cuyo caso la
funcién f"*+1) = (")’ se llama derivada de orden n +1 de f en I.
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Si n es un ntimero natural, n > 2, decimos que f es n veces derivable en un punto
ac€l,sifesn—1veces derivable en I y la funcién f*~1) es derivable en a. Se
dice que f es una funcién de clase C" en [ si f es n veces derivable I y la funciéon
f") es continua en I. Se dice que f es una funcién de clase C*® en I si f tiene
derivadas de todos 6rdenes en I. Por convenio se define f(0) = f.
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Polinomios de Taylor

Sea f una funcién n veces derivable en un punto a. La funcién polinémica
T, (f,a) definida para todo x € R por

se llama el polinomio de Taylor de orden 7 de f en a.
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Teorema de Taylor-Young

Sea f una funcién n veces derivable en un punto a, y sea T, (f,a) el polinomio
de Taylor de orden n de f en a. Entonces se verifica que:

1im F ) = Tulf,a)(x) _

X—a (x —a)n

Sea f una funcién definida en un intervalo I que es n 4 1 veces derivable en un
puntoa€l,ysea T,(f,a) el polinomio de Taylor de orden n de f en a. Entonces
se verifica que:

Hm f(x) — Tn(f/ 61)<X) _ 1 )!f(n+1)(a)

X—a (x — a)”‘H - (n +1
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Notacion de Landau

Si f(x) y g(x) son funciones tales que lim ]gcgjg = 0, se escribe f(x) = 0(g(x))
cuando x — a, y se lee f(x) es un infinitésimo de orden superior que g(x) en el punto

a.

Lo interesante de esta notacion es que:

p(x) =o0(x—a)f, Y(x) =0(x —a)T=@(x)P(x) = o(x — a)P+6]

p> =P —o(x=a)’ ™1,y (pl(x) + p(x)) = olx —a)’
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Usando la notacién de Landau, el teorema de Taylor—Young puede expresarse
en la forma:

f(x) = Tu(f,a)(x) +o(x —a)"

Esta tltima igualdad suele llamarse en algunos textos Teorema de Taylor con resto

infinitesimal o forma infinitesimal del resto de Taylor. No es otra cosa que el teorema
de Taylor-Young escrito con la notaciéon de Landau.
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Polinomios de Taylor de una funcién y de su derivada

Entre los polinomios de Taylor de una funcién ¢ y de su derivada ¢’ hay la
siguiente relacion:

T Tua(@a)(x) = Tuly/a)(x)

Es decir, la derivada del polinomio de Taylor de orden 1 + 1 de ¢ es el polinomio
de Taylor de orden n de ¢’.

La igualdad anterior es interesante en los dos sentidos pues permite calcular T;,1 (¢,
sin mas que calcular la primitiva o antiderivada de T, (¢’,a)(x) que en el punto a
coincida con ¢(a).
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Polinomios de Taylor de las funciones elementales

n
1
ef=1+) EXk +o(x")
k=1""
(_1)k+1 2k—1 2n
sen x :k; (2k_1>'x + o(x*")
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Polinomios de Taylor de las funciones elementales

arctg x = iﬂka_lJro(xz”)
= 2k—1
n1.3.5...(2k—1) 1

arcsenxzkgo 2. 4.6---(2k) 2k+1

x2k+1 +o (x2n+2)
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Técnicas para calcular limites de funciones

Cuando en un ejercicio te piden calcular un limite, es casi seguro que se trata
de una “indeterminacion”. Eso quiere decir simplemente que se trata de limites
cuyo célculo no puedes hacerlo aplicando las reglas basicas del “dlgebra de li-
mites” y tienes que usar alguna técnica apropiada para calcularlos. Los limites
interesantes son casi siempre de este tipo.
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Técnicas para calcular limites de funciones

Voy a contarte las estrategias que suelo usar para calcular limites. Esencialmen-
te, puedo resumirlas en dos:

e Trato de reducir el limite a otros bien conocidos.

e Siempre que puedo sustituyo funciones por otras mas sencillas.
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Limites que debes saberte de memoria

lim senx 1 lim arcsenx 1 lim arctg x _1
x—0 X x—0 X x—0 X

1— 1 | 1 |
lim czosx = —, lim € =1, lim ! =,
x—0 X 2 x—0 X x—0 X
lim log(1 + x) =1, lim . s?)enx _ 1 lim log ¥ =1,
x—0 X x—0 X 6 x—1x—1

— 1 — log(1 1

lim tgx3 _ —, lim tex =1, lim * Ogg + ) = —.
x—0 X 3 x—0 X x—0 X 2
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Aqui estan casi todos los limites que vienen en los libros

Sea f cualquier funcién tal que f(x) # 0y lim f(x) = 0. Entonces se verifica

que: o
m sen f(x) _ . arc sen f(x) _ o1 cosf(x) _ 1
e v mTge b mTgE oy
lim /1) 1 =1 lim ) — e i) — i lim (I+f(x)* -1 =«
X—a f(X) ’ x—a f(X)3 6 p f(X) ,
m log(1+ f(x)) m tg f(x) _ - arctg f(x) _
S i @
im B0 —f() 1 f(x) —log(1+f(x) _ 1
x—a f(x)3 3" x—a f(x)2 5
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Vamos a la segunda estrategia. Sustituir funciones por otras mds sencillas. Esto se
basa en las equivalencias asintoticas que permiten sustituir en un producto o
en un cociente de funciones, una de ellas por otra asintéticamente equivalente.

iOjo! En una suma no puedes, en general, hacer eso.

La lista de los limites bien conocidos es, de hecho, una lista de equivalencias asin-
toticas y eso la hace mas util todavia.
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Sobre el mal uso de las reglas de L’'Hopital

No conviene aplicar las reglas de L'HoOpital para calcular derivadas, es decir,
limites de la forma

L F) - f(@)

X—a X —d

La razén es muy sencilla. Si para calcular el limite anterior usas las reglas de

L'Hopital, lo que haces es calcular el limite lim f/(x). Si éste limite es igual a L
X—a

deducimos que el anterior también es igual a L. Pero jhas probado mas de lo
que se pedia! Acabas de probar que la derivada de f es continua en 4, porque
has probado que lim,_,, f’(x) = L = f’(a); y lo que se pedia era solamente
calcular la derivada de f en a.
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Los errores mas frecuentes al aplicar L'Hopital se deben a que no se comprue-
ban las hipétesis cada vez que aplicamos las reglas. Es frecuente empezar con
una indeterminacion del tipo g o £y, después de aplicar L'Hopital una vez,
no volver a comprobar que seguimos teniendo una indeterminacién. Asi que
no lo olvides: cada vez que apliques L'Hopital comprueba que se trata de una
indeterminacion del tipo 3 0 £ y que la derivada del denominador no se anula.
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Sobre el uso de la notacion lim
X—ad

La notacién que usamos para limites es tan buena que a veces te hace ver lo que

no hay. En cierto sentido la notaciéon “tira de ti”: basta con que escribas “lim”
X—a

delante de una funcién para que mentalmente hagas la sustitucion x = a.
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Para comprobar esto te propongo un juego: dime en menos de medio segundo

el valor del siguiente limite:
. X
lim —
x—0 X
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¢Has dudado? ;Has creido que es una indeterminacién tipo 3? Si respondes que
si a estas preguntas es porque has hecho mentalmente la sustitucion x = 0 en el
cociente * y has visto lo que no hay. Porque, evidentemente, se tiene que 7 =1,
es decir, el limite anterior es el limite de la funcién constante igual a 1. No hay

ninguna indeterminacion. Es un limite trivial.
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Lo mismo pasa con el siguiente limite 11111 1*. Si te dejas llevar por la nota-
X— 100

cién y haces mentalmente la sustitucion x = 400, puedes creer que se trata de
una indeterminacion 1%, cuando no lo es porque, evidentemente, 1* = 1 es la
funcién constante igual a 1. Se pueden poner muchos mas ejemplos.
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awii

¢Como evitar que la notaciéon “lim” “tire de ti” y te lleve a ver lo que no hay?

X—a
Pues no usandola hasta que no hayas visto claramente lo que realmente hay.
Este es un consejo importante: antes de empezar a calcular un limite funcional,
simplifica todo lo que puedas la funcién y no escribas el simbolo “lim” hasta

que no tengas una idea clara de como vas a hacer los cdlculos.
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Condiciones suficientes de extremo relativo

Sean [ un intervalo, 2 un punto de I que no es extremode I'y f : I — R una
funcién n > 2 veces derivable en 4. Supongamos que todas las derivadas de
f hasta la de orden n — 1 inclusive se anulan en a, es decir, f¥)(a) = 0 para
k=1,2,...,n—1,yque f(”)(a) # 0. Entonces:

i) Sin es pary £ (a) > 0, f tiene un minimo relativo en a.
ii) Sin espary f")(a) < 0, f tiene un maximo relativo en a.

iii) Si n es impar entonces f no tiene extremo relativo en 4.
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Hay que insistir en que este resultado es util para estudiar extremos relativos
pero que no proporciona condiciones suficientes de extremo absoluto. Puede
enunciarse un criterio de extremo absoluto para la derivada segunda como si-
gue.
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Criterio de extremo absoluto usando la derivada segunda

Supongamos que f es continua en [a, b|, dos veces derivable en |a, b| y tiene un

punto critico en ¢ €la, b|. Entonces:
a) Si f”(x) < 0 para todo x €|a, b se verifica que f alcanza en ¢ un maximo

absoluto en [a, b].

b) Si f”(x) > 0 para todo x €]a,b| se verifica que f alcanza en ¢ un minimo

absoluto en [a, b].
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Teorema de Taylor

Sea f una funcién n + 1 veces derivable en un intervalo I. Dados dos puntos
cualesquiera x,a en I con x # g, se verifica que existe algtin punto c en el inter-
valo abierto de extremos a y x tal que:

f(n+1)<c) (x . a)n+1

F) = Tulf ) () = {
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Resto de Lagrange

El ntiimero

F (o
(n+1)!

(x . a)rH—l

Se llama resto de Lagrange. Si somos capaces de probar una desigualdad de la

forma

(n+1) (¢
Uzn_'_l()'” ’x_a|n+1 <e¢

Entonces podemos asegurar que el error cometido al aproximar f(x) por T;,(f, a) (3

es menor que &.
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Funciones convexas y funciones concavas

Sea f:I — R una funcién definida en un intervalo I. Se dice que f es convexa
en [ si para todo par de puntos x,y € [ y para todo t con 0 < t < 1, se verifica
que:

fltx+ (1 =t)y) <tf(x) + (1= 1)f(y)
Cuando la desigualdad anterior es estricta para 0 < t < 1 se dice que f es

estrictamente convexa. Se dice que f es concava en I cuando —f es convexaen I y
estrictamente concava cuando — f es estrictamente convexa.
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Y

tx+ (1 —t)y

X

A

Y

te+ (1 —t)y

X

A

Funcién convexa

on coOncava

. 2

Funci
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Condiciones suficientes de convexidad

Supongamos que f es continua en |4, b| y derivable en |a, b|. Si la derivada de f
es creciente (resp. estrictamente creciente) en ]a, b| entonces f es convexa (resp.
estrictamente convexa) en |a, b]. En particular si f es dos veces derivable en |a, b|
y se verifica que f"(x) > 0 (resp. f"(x) > 0) para todo x €]a, b|, entonces f es
convexa (resp. estrictamente convexa) en |a, b].

Interpretando la derivada primera como la velocidad y la derivada segunda
como la aceleracion, las curvas convexas aceleran y las concavas frenan.
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Puntos de inflexion

Se dice que a es un punto de inflexién de una funcién f, si hay un ntimero
r > 0 tal que f es céncava en el intervalo |a — r,a[ y f es convexa en el intervalo
|a,a+r| (o al revés). Es decir, los puntos en los que una funcién pasa de concava
a convexa o de convexa a concava se llaman puntos de inflexion.
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Puntos de inflexién: condiciones necesarias y suficientes
Condicién necesaria:

Si f tiene un punto de inflexién en a y es dos veces derivable en a, entonces
f"(a) =0.
Condicién suficiente:

Si f es tres veces derivable en un punto a y se tiene que f”(a) =0y f"(a) # 0,

entonces f tiene un punto de inflexién en a.
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